Potrenuj obliczanie calek nieoznaczonych: odpowiedzi:
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przykladowo ad 3): podstawienie y = a + bz, dalej rézniczka z obu stron: dy = d(a + bz), dy = bdx, czyli
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ad 4): podstawienie y =22 —x +5, dy=d(z* —x+5) =2z —1)dz — [ &y = ... itd.

ad 5) podstawienie y = ax + b, ad 6) podstawienie y = 22 + 1, i

ad) 7) przeksztal¢ funkcje podcalkowa uzywajac tozsamosci cos 2z = 2 cos’z—1: [ cos®zdz = [ % de = ...

ad 8) podstawienie y =1 —x
Zastosowania calek oznaczonych:

1. Oblicz mase b. cienkiego niejednorodnego preta o diugosci L. Gestoéé liniowa! A zmienia sie nastepujaco w
funkcji odleglodci 2 od poczatku preta: A(x) = A(1 — Z—i) Oblicz dla A\, = 0.2 kg/m, L = 1 m.
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Rozwiazanie:

Nie mozemy obliczaé¢ calej masy mnozac dlugosé preta L przez gesto$é A (bo gestosé sie zmienia! pret jest
niejednorodny). Natomiast mozemy w punkcie odleglym o = od poczatku preta uzyska¢ mase b. malego
fragmentu preta o dlugosci dz (dz to rézniczka, nieskonczenie mala wielko$é, na tej dlugosci dz zmiana
gestosci jest nieistotna). Ta masa (tez nieskofczenie mala ) wynosi dm = Adz. Majac te masy dm dla
wszystkich z-6w mozemy je zsumowac i to bedzie szukana cala masa m. A to sumowanie jest calkowaniem:

m = /dm / AMz)de = / Ao(l— =) dx = g)\oL = 0.133 kg.

Gdyby pret byt jednorodny, o gestosci liniowej wszedzie takiej samej, réwnej \,, miatby wtedy mase 0.2 kg.

Lgestosé liniows definiujemy jako iloraz masy dm odcinka preta o dtugosci da do wielkosci tego odcinka dx, A = % (czyli inaczej -

przez pochodng). Dla preta jednorodnego bedzie to po prostu A = %, jednostka gestosci liniowej jest kg/m. Podobnie mozemy méwié
o gestosci powierzchniowej o = % kg/m?2, i gestosci objetosciowej p = 3—7"} kg/m3.



2. Silnik pewnej rakiety dziala tak, ze ilo§é¢ paliwa zuzywanego w jednostce czasu jest proporcjonalna do masy
paliwa m aktualnie znajdujacego sie w zbiorniku w danej chwili.
1) Na podstawie powyzszego opisu stownego ul6z réwnanie, ktére rzadzi zmiana masy w zbiorniku m(t).

Odpowiedz: wyrazenie fd”;t(t) okredla ile w chwili ¢ ubywa paliwa w jednostce czasu, ten ubytek jest pro-

porcjonalny do aktualnej masy w zbiorniku m(t), czyli:

dm(t)
T dt

2) Oblicz po jakim czasie t; masa paliwa w zbiorniku spadnie do % masy poczatkowej m,,.

=k -m(t), (k - stala > od zera). Jest to réwnanie na nieznana funkcje m(t).

Aby to zrobié trzeba znaé funkcje m(t), czyli nalezy rozwiazaé podane réwnanie.

Rozwiazanie:

W réwnaniu  — dﬁt(t) = k- m(t) nieznana funkcja m(t) wystepuje pod znakiem pochodnej, ale tez jest po

drugiej stronie réwnania, dlatego przed calkowaniem rownania nalezy rozseparowaé zmienne:

dﬁm = —kdt, a nastepnie scalkowa¢ obustronnie:
m q t m t _ —
fmoﬁm:_fokdt — 1nm’0 z—k‘t’O — mﬂoze ko —  m(t) = mee kL.

Majac rozwiazanie, nietrudno pokazaé, ze t; = IHT3

3. Niejednorodna kula. Obliczy¢ mase kuli o promieniu R i gesto$ci objeto$ciowej zmieniajacej sie nastepujaco:
p(r) = po (1 4+ ar), gdzie r jest odleglodcia od érodka kuli a p, i «a sa stalymi dodatnimi.
Mamy do czynienia z symetrig sferyczna: gesto$é w ustalonej odleglodci r (czyli na sferze o promieniu r) jest
wszedzie taka sama, niezaleznie od kierunku. Dlatego jako objetos¢ elementarna dV wygodnie jest obrac
obszar ograniczony sferami o promieniach r i 7 + dr, ta objeto$é¢ jest réwna dV = 4mr?dr (powierzchnia
sfery 4mr? razy jej grubo$é dr). Masa tej objetosci jest réwna dm = p(r)dV, a catkowita masa

R

m = /dm = /p(r)dV = /po (14 ar)drrdr.
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Calkowanie : m = 47rp0/7“2 dr + 4mp,a / r3dr = ... dokoncz
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