04. 12. 2018
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Zestaw 6

6.1. Liczby zespolone z; = 1 +iy; 1 29 = 22 + 1y2 moga by¢ reprezentowane przez
dwuwymiarowe wektory w postaci z, = z1e, +y1€y 1 29 = 22€, +12€,. Prosze
pokazaé, ze

2129 =21 - Zo + (21 X 2Z3) - €,

gdzie e; jest wersorem w i-tym kierunku, dla i = x,y, z.

6.2. Prosze obliczy¢ argumenty gtowne dla nastepujacych liczb zespolonych: z = 2,

Z:i,Z=5+5i,Z:—1+i,Z:3—3i,Z=—%—iﬁ a nastepnie zapisaé

2 9
je w postaci trygonometrycznej i wyktadnicze;j.

6.3. Prosze narysowa¢ zbiory liczbowe spetaniajace warunki:

/6 <arg(z+2+1i) <,
/4 < argz* < 3m/4,
T —arg (z +2+1i)| > 3n/4.

6.4. Prosze wyznaczy¢ cze$¢ rzeczywisty i cze$é¢ urojona funkeji sin z oraz cos z, a
nastepnie sprawdzi¢ dla jakiej wartosci z = x + iy, funkcja sin z = 10.

6.5. Prosze obliczy¢ i narysowa¢ podane pierwiastki: +/—21, {’/1 + /31, {1/—8 + 8+/3i.
6.6. Prosze wykazaé¢ nastepujace tozsamosci:

a) 2sinacos B = sin (o — ) + sin (o + ),

b*) cos 3z = cos® x — 3cosxsin’ .

6.7. Rownanie fali $wietlnej o czestosci kotowej w ma postac
bl t) = Aexp[—iwo(t — 2/v)],

gdzie A jest amplituda fali, v = ¢/n jest predkoscia rozchodzenia sie Swia-
tta w osrodku o wspoétczynniku zatamania n, a ¢ jest predkosciag Swiatta w
prozni. Dla niektorych materialow wspotczynnik zatamania $wiatta mozna
przedstawi¢ w postaci zespolonej, tzn. n = « + ¢3. Jaki to ma sens fizyczny?



6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

Prosze przeprowadzi¢ dyskusje rozwigzan zwyczajnego réwnania rézniczko-
wego liniowego drugiego rzedu o statych wspolczynnikach w postaci

ry"(z) + py' () + qy(z) = 0,

w zaleznosci od statych r, p, q. Dla kazdego rozwazanego przypadku prosze
wypisa¢ jawna postac¢ rozwigzania ogolnego.

Wskazéwka: Do rozwigzania rownania rozniczkowego nalezy zastosowaé pod-
stawienie

y(x) = Ae”,
gdzie A oraz « sa stalymi.

Prosze wykazaé, ze rownanie charakterystyczne odpowiadajace rownaniu Cauchy’ego-

Eulera
2.1

27y (z) + pay'(z) + qy(z) = 0,
ma postac
o+ (p—1Da+qg=0.

Prosze przedyskutowaé rozwiazania tego rownania w przypadku, gdy:

a) pierwiastki réwnania charakterystycznego sa dwoma réznymi liczbami
rzeczywistymi,

b) pierwiastki rownania charakterystycznego sa liczbami zespolonymi.

Wskazéwka: Do rozwiazania rownania rézniczkowego nalezy zastosowaé pod-
stawienie

y(r) = Az®,
gdzie A oraz « sa stalymi.

Prosze znalez¢ rozwigzanie ogolne dla jednowymiarowego oscylatora harmo-
nicznego z ttumieniem. Dla niezbyt duzych predkosci site oporu mozna wyrazié
wzorem

F = —vv(t),
gdzie v/(2m) jest wspolczynnikiem ttumienia, v(t) jest predkoscia.

Niech ¢; = (w1, 21,41, 21), g2 = (wa, T2, Y2, 22) sa dowolnymi liczbami hiperze-
spolonymi (kwaternionami). Prosze wykazac, ze dzialania: dodawania, odej-
mowania, mnozenia i dzielania sa dziataniami wewnetrznymi w zbiorze kwa-
ternionow.

Wskazéwka: Przy dyskusji mnozenia i dzielenia kwaternion6w nalezy skorzy-
sta¢ z tabeli dziatania dla mnozenia kwaternionéw (por. wyktad).
Sprzezeniem zespolonym kwaternionu ¢ = (w, z,y, z) nazywamy kwaternion
q* taki, ze

*

q = (w7 -z, Y, —Z)



6.12.* Dla bardzo wytrwatych!

Kwaternion ¢; mozna zapisa¢ jako
¢ = (i, 24, Yi, 2i) = wil + w3 + yij + zk = wil + q;
Zaktadajac, ze kwaternion jest czysto urojony, tzn. w; = 0, prosze wykaza¢ ze
192 = —d1 - 2 + q1 X q2.

Jaki wynika z tego wniosek?
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