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Zestaw 6

6.1. Liczby zespolone z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 mog¡ by¢ reprezentowane przez
dwuwymiarowe wektory w postaci z1 = x1ex+ y1ey i z2 = x2ex+ y2ey. Prosz¦
pokaza¢, »e

z∗1z2 = z1 · z2 + i(z1 × z2) · ez,

gdzie ei jest wersorem w i-tym kierunku, dla i = x, y, z.

6.2. Prosz¦ obliczy¢ argumenty gªówne dla nast¦puj¡cych liczb zespolonych: z = 2,
z = i, z = 5 + 5i, z = −1 + i, z = 3 − 3i, z = −1
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, a nast¦pnie zapisa¢

je w postaci trygonometrycznej i wykªadniczej.

6.3. Prosz¦ narysowa¢ zbiory liczbowe speªaniaj¡ce warunki:

a) arg (z + i) = π,

b) π/6 ≤ arg (z + 2 + i) ≤ π,

c) π/4 ≤ arg z∗ ≤ 3π/4,

d) |π − arg (z + 2 + i)| ≥ 3π/4.

6.4. Prosz¦ wyznaczy¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ i cz¦±¢ urojon¡ funkcji sin z oraz cos z, a
nast¦pnie sprawdzi¢ dla jakiej warto±ci z = x+ iy, funkcja sin z = 10.

6.5. Prosz¦ obliczy¢ i narysowa¢ podane pierwiastki:
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6.6. Prosz¦ wykaza¢ nast¦puj¡ce to»samo±ci:

a) 2 sinα cos β = sin (α− β) + sin (α + β),

b∗) cos 3x = cos3 x− 3 cosx sin2 x.

6.7. Równanie fali ±wietlnej o cz¦sto±ci koªowej ω ma posta¢

ψ(x, t) = A exp [−iω(t− x/v)],

gdzie A jest amplitud¡ fali, v = c/n jest pr¦dko±ci¡ rozchodzenia si¦ ±wia-
tªa w o±rodku o wspóªczynniku zaªamania n, a c jest pr¦dko±ci¡ ±wiatªa w
pró»ni. Dla niektórych materiaªów wspóªczynnik zaªamania ±wiatªa mo»na
przedstawi¢ w postaci zespolonej, tzn. n = α + iβ. Jaki to ma sens �zyczny?



6.8. Prosz¦ przeprowadzi¢ dyskusj¦ rozwi¡za« zwyczajnego równania ró»niczko-
wego liniowego drugiego rz¦du o staªych wspóªczynnikach w postaci

ry′′(x) + py′(x) + qy(x) = 0,

w zale»no±ci od staªych r, p, q. Dla ka»dego rozwa»anego przypadku prosz¦
wypisa¢ jawn¡ posta¢ rozwi¡zania ogólnego.
Wskazówka: Do rozwi¡zania równania ró»niczkowego nale»y zastosowa¢ pod-
stawienie

y(x) = Aeαx,

gdzie A oraz α s¡ staªymi.

6.9. Prosz¦ wykaza¢, »e równanie charakterystyczne odpowiadaj¡ce równaniu Cauchy'ego-
Eulera

x2y′′(x) + pxy′(x) + qy(x) = 0,

ma posta¢
α2 + (p− 1)α + q = 0.

Prosz¦ przedyskutowa¢ rozwi¡zania tego równania w przypadku, gdy:

a) pierwiastki równania charakterystycznego s¡ dwoma ró»nymi liczbami
rzeczywistymi,

b) pierwiastki równania charakterystycznego s¡ liczbami zespolonymi.

Wskazówka: Do rozwi¡zania równania ró»niczkowego nale»y zastosowa¢ pod-
stawienie

y(x) = Axα,

gdzie A oraz α s¡ staªymi.

6.10. Prosz¦ znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne dla jednowymiarowego oscylatora harmo-
nicznego z tªumieniem. Dla niezbyt du»ych pr¦dko±ci siª¦ oporu mo»na wyrazi¢
wzorem

F = −γv(t),

gdzie γ/(2m) jest wspóªczynnikiem tªumienia, v(t) jest pr¦dko±ci¡.

6.11. Niech q1 = (w1, x1, y1, z1), q2 = (w2, x2, y2, z2) s¡ dowolnymi liczbami hiperze-
spolonymi (kwaternionami). Prosz¦ wykaza¢, »e dziaªania: dodawania, odej-
mowania, mno»enia i dzielania s¡ dziaªaniami wewn¦trznymi w zbiorze kwa-
ternionów.
Wskazówka: Przy dyskusji mno»enia i dzielenia kwaternionów nale»y skorzy-
sta¢ z tabeli dziaªania dla mno»enia kwaternionów (por. wykªad).
Sprz¦»eniem zespolonym kwaternionu q = (w, x, y, z) nazywamy kwaternion
q∗ taki, »e

q∗ = (w,−x,−y,−z).



6.12.
∗ Dla bardzo wytrwaªych!

Kwaternion qi mo»na zapisa¢ jako

qi = (wi, xi, yi, zi) = wi1+ xii+ yij+ zik ≡ wi1+ qi

Zakªadaj¡c, »e kwaternion jest czysto urojony, tzn. wi = 0, prosz¦ wykaza¢ »e

q1q2 = −q1 · q2 + q1 × q2.

Jaki wynika z tego wniosek?
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