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Matematyczne metody �zyki II

Zestaw 2

2.0 Prosz¦ sprawdzi¢, czy funkcje:

a) f(z) = sin z,

b) f(z) = ez,

c) f(z) = z2,

d) f(z) = z−1,

e) f(z) = zz∗,

s¡ analityczne.

2.1 Prosz¦ wykaza¢, »e dla funkcji analitycznej f(z) = u(x, y) + iv(x, y), jej cz¦±¢
rzeczywista i cz¦±¢ urojona speªniaj¡ dwuwymiarowe równanie Laplace'a.

2.2 Prosz¦:

a) wyznaczy¢ wszystkie warto±ci staªych a, b, c, d, dla których wielomian
u(x, y) = ax3 + bx2y+ cxy2 + dy3 jest harmoniczny, tzn. speªnia dwuwy-
miarowe równanie Laplace'a w caªej pªaszczy¹nie,

b) znale¹¢ v(x, y) harmoniczn¡ funkcj¦ stowarzyszon¡ do u(x, y),

c) znale¹¢ funkcj¦ analityczn¡ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), gdzie z = x+ iy.

2.3 Prosz¦ pokaza¢, »e: ∫
C1

dz z∗ = −iπ,

gdzie C1 jest póªokr¦giem od −1 do 1,
natomiast, gdy C2 jest krzyw¡ ªaman¡ o wierzchoªkach: (−1, 0), (−1, i), (1, i),
(1, 0), to ∫

C2

dz z∗ = −i4.

Oba kontury s¡ skierowane zgodnie z ruchem wskazówek zegara.

2.4 Prosz¦ obliczy¢ warto±¢ caªki: ∫
C

dz z2,

gdzie C jest jednostkowym kwadratem o wierzchoªkach: (0, 0), (1, 0), (1, 1),
(0, 1) na plaszczyznie zespolonej.



2.5 Prosz¦ pokaza¢, »e ∣∣∣∣ ∫
C

dz
ln z

z2

∣∣∣∣ ≤ 2π
π + lnR

R
,

gdzie C jest okr¦giem |z| = R, przy czym R > 1.
Ile wynosi warto±¢ tej caªki, gdy R −→∞?
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