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Matematyczne metody �zyki II

Zestaw 3

3.0 Prosz¦ obliczy¢ caªki Fresnela∫ ∞
0

dx cosx2 oraz

∫ ∞
0

dx sinx2,

wykorzystuj¡c caªk¦ Poissona, tzn.∫ ∞
0

dx e−x
2

=

√
π

2
,

Wskazówka:

W celu obliczenia caªek Fresnela, wprowadzi¢ funkcj¦ pomocnicz¡

f(z) = eiz
2

,

oraz przyj¡¢ kontur caªkowania, taki jak przedstawiono na rys. 1

Rysunek 1: Kontur caªkowania C = L1 ∪ Γ ∪ L2.

3.1 Prosz¦ rozwin¡¢ funkcj¦

f(z) =
7z − 2

z(z + 1)(z − 2)

w szereg Laurenta wokóª punktu z0 = −1 w pier±cieniu 1 < |z + 1| < 3.



3.2 Prosz¦ obliczy¢ caªki

a) I =
∫
C
dz sin z

z2+1
, gdzie C = K(0, 2),

b) I =
∫
C
dz exp[z]

(z+2)4
, gdzie C � kontur zawieraj¡cy we wn¦trzu punkt z =

(−2, 0),

c)
∫
C
dz 1

(z2+1)2
, gdzie C = {z ∈ C : |z − i| = 1},

korzystaj¡c ze wzoru caªkowego Cauchy'ego.

3.3 Prosz¦ okre±li¢ rodzaj osobliwo±ci w sko«czonych punktach osobliwych oraz
w niesko«czono±ci nast¦puj¡cych funkcji

a) f(z) = [z − z3]−1,
b) f(z) = z5[1− z]−2,

c) f(z) = exp[z][1 + z2]−1,

d) f(z) = exp[z/(1− z)].

3.4 Prosz¦ wyznaczy¢ residua funkcji

a) f(z) = exp[z][z(z − 1)]−1,

b) f(z) = exp[πz][1 + z2]−1.



3.5 Prosz¦ obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki, stosuj¡c twierdzenie o residuach.

a) ∫ ∞
0

dx
x2 + 1

x4 + 1
.

b) ∫ ∞
0

dx
x sinx

x2 + a2
,

gdzie a > 0.

Kontur caªkowania jest przedstawiony na rys. 2.
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Rysunek 2: Kontur caªkowania: Γ ∪ L.

Prosz¦ uzasadni¢ wybór tego konturu!

Bartªomiej Spisak


