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Ze<aw 1

1.1. Prosz¦ przeprowadzi¢ ortonormalizacj¦ dla poni»szych ci¡gów funkcji:

a) 1, tanα, tan2 α, tan3 α, tan4 α na przedziale [−π/4, π/4] z iloczynem
skalarnym,

〈p|q〉 =
∫ π

4

−π
4

dx
p (x) q (x)

cos2 x
,

b) sinx, sin3 x, sin5 x na przedziale [0, π] z iloczynem skalarnym,

〈p|q〉 =
∫ π

0

dx p (x) q (x) ,

u»ywaj¡c procedury Grama-Schmidta.

1.2. Prosz¦ wykaza¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci wielomianów Berensteina Bk,n(t):

a)
∑n

k=0Bk,n (t) = 1,

b) Bk,n (t) = tBk−1,n−1 (t) + (1− t)Bk,n−1 (t),

c) B′k,n (t) = nBk−1,n−1 (t)− nBk,n−1 (t),

d)
∫ 1

0
Bk,n (t) dt =

1
n+1

.

1.3. Prosz¦ wykaza¢, »e ci¡g funkcyjny:

dn(x) =
1

π

sinnx

x
=

1

2π

∫ n

−n
dk exp [ikx]

mo»ne zosta¢ u»yty do okre±lenia dystrybucji δ�Diraca wg wzoru:

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

dx ϕ(x)dn(x) =

∫ ∞
−∞

dx ϕ(x)δ(x) = ϕ(0).

1.4. Prosz¦ wykaza¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci δ�Diraca:

a) δ(ax) = |a|−1δ(x),
b) xδ(x) = 0,

c) δ
(
f(x)

)
=
∑

n

1∣∣f ′(xn)∣∣δ(x− xn),
gdzie xn jest jednokrotnym miejscem zerowym funkcji f(x), przy czym
f ′(xn) 6= 0,

d)
∫∞
−∞ dx ϕ(x)δ(x− x0) = ϕ(x0).

1.5. Prosz¦ obliczy¢



a)
∫∞
−∞ dx ϕ(x)δ(−ax+ b),

b)
∫∞
−∞ dx xδ(x

2 − 4),

c)
∫∞
−∞ dx x

2δ(cosx).

1.6. Korzystaj¡c z faktu, »e pierwsza i n-ta pochodna dystrybucji T wyra»aj¡ si¦
odpowiednio wzorami

a) 〈T ′|ϕ〉 = −〈T |ϕ′〉,
b) 〈T (n)|ϕ〉 = (−1)n〈T |ϕ(n)〉,

prosz¦ pokaza¢, »e

a) δ′(x) = −δ′(−x),
b) xδ′(x) = −δ(x).
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