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Ze<aw 1

1.1. Prosz¦ wykaza¢, »e zbiór wielomianów stopnia n wraz z dziaªaniami dodawania
i mno»enia przez staª¡ okre±lonymi w sposób standardowy stanowi przestrze«
liniow¡. Czy uzyskany wynik mo»e zosta¢ podtrzymany, gdy okre±lone powy»ej
dziaªanie dodawania dwóch wielomianów zostanie zast¡pione ich ±redni¡?

1.2. Prosz¦ wyprowadzi¢ wzory potrzebne do procedury Grama-Schmidta stosuj¡c
notacj¦ Diraca, a nast¦pnie przeprowadzi¢ ortogonalizacj¦ dla wielomianów:
1, x, x2, x3 na przedziale x ∈ [−1, 1] z iloczynem skalarnym

〈p|q〉 =
∫ 1

−1
dx p(x)q(x),

u»ywaj¡c tej procedury.

1.3. Prosz¦ wykaza¢, »e ci¡gi funkcyjne:

a) dn(x) =

{
n, dla |x| < 1/(2n)
0, dla |x| > 1/(2n),

b) dn(x) =
n√
π
exp

[
− n2x2

]
,

c) dn(x) =
1

π

sinnx

x
=

1

2π

∫ n

−n
dk exp [ikx],

d) dn(x) =
n

π

1

1 + n2x2
,

mo»na u»y¢ do okre±lenia dystrybucji δ�Diraca wg wzoru:

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

dx ϕ(x)dn(x) =

∫ ∞
−∞

dx ϕ(x)δ(x) = ϕ(0).

Podpunkt c) obowi¡zkowy, a z pozostaªych podpunktów, jeden do wyboru.



1.4. Prosz¦ wykaza¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci δ�Diraca:

a) δ(ax) = |a|−1δ(x),
b) xδ(x) = 0,

c) δ
(
f(x)

)
=
∑

n

1∣∣f ′(xn)∣∣δ(x− xn),
gdzie xn jest jednokrotnym miejscem zerowym funkcji f(x), przy czym
f ′(xn) 6= 0,

d.
∫∞
−∞ dx ϕ(x)δ(x− x0) = ϕ(x0).

Nast¦pnie prosz¦ zastosowa¢ powy»sze wªasno±ci do obliczenia caªek typu

a.
∫∞
−∞ dx ϕ(x)δ(−ax+ b),

b.
∫∞
−∞ dx xδ(x

2 − 4),

c.
∫∞
−∞ dx x

2δ(cosx).

1.5. Korzystaj¡c z faktu, »e pierwsza i n-ta pochodna dystrybucji T wyra»aj¡ si¦
odpowiednio wzorami

a) 〈T ′|ϕ〉 = −〈T |ϕ′〉,
b) 〈T (n)|ϕ〉 = (−1)n〈T |ϕ(n)〉,

prosz¦ pokaza¢, »e

a) δ′(x) = −δ′(−x),
b) xδ′(x) = −δ(x).
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