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Ze<aw 1

1.1. Prosz¦ udowodni¢, »e zbiór funkcji ci¡gªych f : R 3 [a, b] → C z dziaªaniami
okre±lonymi wzorami

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (αf)(x) := αf(x),

dla wszystkich x ∈ [a, b] i α ∈ C jest przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem liczb C.

1.2. Niech C[0, 1] jest przestrzeni¡ funkcji f : [0, 1] → R ci¡gªych na [0, 1]. Przyj-
muj¡c, »e norma w tej przestrzeni jest okre±lona wzorem

‖f‖ =

[∫ 1

0

dx |f(x)|2
]1/2

,

prosz¦ wyznaczy¢ odlegªo±¢ funkcji f, g ∈ C[0, 1], gdy

a) f(x) = x2, g(x) = 1− x,
b) f(x) = 1− x, g(x) = 1 + x.

1.3. Prosz¦ wyprowadzi¢ wzory potrzebne do procedury Grama-Schmidta, a na-
st¦pnie przeprowadzi¢ ortogonalizacj¦ dla wielomianów pi(x) nast¦puj¡co okre-
±lonych: p0(x) = 1, p2(x) = x, p3(x) = x2, p4(x) = x3 na przedziale x ∈ [−1, 1]
z iloczynem skalarnym w postaci

〈pi|pj〉 =

∫ 1

−1

dx pi(x)pj(x).

Uzyskane wielomiany prosz¦ unormowa¢ tak aby stanowiªy zbiór ortonormalny.

1.4. Prosz¦ przeprowadzi¢ dyskusj¦ samosprz¦»ono±ci (hermitowsko±ci) operatorów
ró»niczkowych

D̂2
− = − d2

dx2
, D̂2

+ =
d2

dx2

w przestrzeni L2(Ω), gdzie Ω ⊆ R i zastanowi¢ si¦ nad rol¡ warunków brzego-
wych w tym zagadnieniu.

1.5. Niech operator ró»niczkowy drugiego rz¦du L̂ jest okre±lony wzorem

L̂ = − d

dx

[
ex
d

dx

]
− 1

4
ex

Prosz¦ znale¹¢ warto±ci wªasne równania

L̂y(x) = λy(x)

je»eli warunki brzegowe maj¡ posta¢:

y(0) = 0,
d

dx
y(x) +

1

2
y(x)

∣∣∣∣
x=1

= 0.



1.6. Prosz¦ uzasadni¢, »e operator w postaci

(Ûtf)(x) = f(x− t),

dziaªaj¡cy na przestrzeni L2(R), dla dowolnego t ∈ R, jest operatorem unitar-

nym.

1.7. Operator caªkowy w postaci

(V̂ f)(x) =

∫ x

0

f(y)dy,

w przestrzeni L2([0, 1]) jest nazywany operatorem Volterry. Prosz¦ znale¹¢
operator sprz¦»ony do tego operatora oraz rozwi¡za¢ problem wªasny

V̂ ∗V̂ f = λf,

dla f 6= 0.
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