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Ze<aw 2

2.1. Prosz¦ wykaza¢, »e ci¡gi funkcyjne:

a) dn(x) =
1

π

sinnx

x
=

1

2π

∫ n

−n
dk exp [ikx],

b) dn(x) =
n√
π
exp

[
− n2x2

]
,

c) dn(x) =
n

π

1

1 + n2x2
,

mo»na u»y¢ do okre±lenia dystrybucji δ�Diraca wg wzoru:

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

dx ϕ(x)dn(x) =

∫ ∞
−∞

dx ϕ(x)δ(x) = ϕ(0).

2.2. J¡drem Fejera nazywamy ci¡g funkcyjny w postaci1

δn(t) =
1

2πn

[
sin(nt/2)

sin(t/2)

]2
. (1)

Prosz¦ wykaza¢, »e ci¡g δn(t)mo»e by¢ u»yty do oke±lenia dystrybucji δ�Diraca
zgodnie ze wzorem

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
dt f(t)δn(t) = f(0). (2)

2.3. Prosz¦ wykaza¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci δ�Diraca:

a) δ(ax) = |a|−1δ(x),
b) xδ(x) = 0,

c) δ
(
f(x)

)
=
∑

n

1∣∣f ′(xn)∣∣δ(x − xn),gdzie xn jest jednokrotnym miejscem

zerowym funkcji f(x), przy czym f ′(xn) 6= 0,

d)
∫∞
−∞ dx ϕ(x)δ(x− x0) = ϕ(x0).

Nast¦pnie prosz¦ zastosowa¢ powy»sze wªasno±ci do obliczenia caªek typu

a)
∫∞
−∞ dx ϕ(x)δ(−ax+ b),

b)
∫∞
−∞ dx xδ(x

2 − 4),

c)
∫∞
−∞ dx x

2δ(cosx).

1Jest ono wykorzystywane przy okre±laniu zbie»no±ci szeregów Fouriera w sensie sumy Cesaro.



2.4. Prosz¦ wykaza¢, »e
〈T (n)|ϕ〉 = (−1)n〈T |ϕ(n)〉.

2.5. Korzystaj¡c z wyniku poprzedniego zadania prosz¦ pokaza¢, »e

a) δ′(x) = −δ′(−x),
b) xδ′(x) = −δ(x).

2.6. Prosz¦ wykaza¢, »e ci¡g funkcyjny

tn(x) =
n

2 cosh2(nx)
(3)

speªnia warunek normalizacyjny∫ +∞

−∞
dx tn(x) = 1. (4)

Nast¦pnie prosz¦ wykaza¢, »e speªniona jest równo±¢∫ x

−∞
dx tn(x) =

1

2
(1 + tanh(nx)) ≡ un(x). (5)

Prosz¦ uzasadni¢, »e dla n→∞ ci¡g funkcyjny un(x)mo»na u»y¢ do okre±lenia
�funkcji� Heaviside'a zgodnie z wzorem

lim
n→∞

un(x) =

{
0, dla x < 0
1, dla x > 0.

(6)
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