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Ze<aw 3

3.1. Cz¡stka o masie m porusza si¦ pod wpªywem siªy F = F0θ(t) zgodnie z rów-
naniem Newtona w o±rodku schrakteryzowanym przez siª¦ tarcia, która jest
proporcjonalna do pr¦dko±ci. Zakªadaj¡c jednopunktowe warunki brzegowe
w postaci: x(0) = 0 i x′(0) = 0, prosz¦ wyznaczy¢ trajektori¦ cz¡stki w prze-
strzeni fazowej (poªo»enie � p¦d), rozwi¡zuj¡c równania Newtona technik¡
transformat Laplace'a.

3.2. Równanie ruchu dla uªamkowego oscylatora harmonicznego z zaburzeniem
typu delta Diraca ma posta¢

x′′(t) + βCaD
α
t [x(t)] + ω2x(t) = δ(t)

gdzie C
aD

α
t [x(t)] jest pochodn¡ Caputo, natomiast 0 < α < 1. Prosz¦ znale¹¢

rozwi¡zanie tego równania dla t > 0, zakªadaj¡c jednopunktowe warunki brze-
gowe w postaci: x(0) = x0 i x′(0) = v0.
Wskazówka: Zastosowa¢ do równania ró»niczkowego transformat¦ Laplace'a.

3.3. Prosz¦ wykaza¢, »e je»eli funkcja f(x) ∈ L2(R) i znika na kra«cach przedziaªu
okre±lono±ci, to iloczyn niepewno±ci speªnia nierówno±¢

(∆x)2(∆k)2 >
1

4
,

gdzie (∆x)2 jest dyspersj¡ zmiennej x natomiast (∆k)2 jest dyspersj¡ zmiennej
k.
Wskazówka: Jest to nierówno±¢ Heisenberga.

3.4. Prosz¦ wyznaczy¢ transformat¦ Wignera

ρW (x, k) =

∫
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f
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)
e−ikX

z funkcji

f(x) =
1

4
√

2π∆x2
exp
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− 1

4∆x2
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(
x− 1

2
〈x〉
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.

3.5. Prosz¦ obliczy¢ transformat¦ Fouriera z funkcji

f(r) =
1

r2 + λ2
,

gdzie r = (x, y, z), r2 = x2 + y2 + z2 i λ2 > 0.



3.6. Prosz¦ przeprowadzi¢ analiz¦ Fouriera dla (1 + 1)-wymiarowego równania dy-
fuzji

∂n(x, t)

∂t
= D

∂2n(x, t)

∂x2

Wskazówka: W dowolnej chwili t g¦sto±¢ cz¡stek n(x, t) mo»na wyrazi¢ przez

n(k, t) =

∫
dx n(x, t)e−ikx.

3.7. Prosz¦ przeprowadzi¢ analiz¦ Fouriera dla równania Gaussa,

∇ · E(r, t) = 0,

opisuj¡cego pole elektromagnetyczne w pró»ni.
Wskazówka: W dowolnej chwili t nat¦»enie pola elektrycznego E(r, t) mo»na
wyrazi¢ przez

E(r, t) =
1

(2π)3

∫
d3k E(k, t)eik·r.
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