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Ze<aw 2

2.1 Operator Â dziaªaj¡cy w trójwymiarowej przestrzeni liniowej nad ciaªem liczb
zespolonych ma posta¢

Â =

[
3 + 2i 3i
−3i 1

]
,

natomiast abstrakcyjne wektory stanu dane s¡ wyra»eniami:

|ψ〉 =
[

3
2 + 3i

]
, 〈φ| =

[
2 − i

]
.

Prosz¦:

a) znale¹¢ sprze»enie zespolone, transpozycj¦ oraz sprz¦»enie hermitowskie
operatora Â,

b) obliczy¢ Â|ψ〉, 〈φ|Â, 〈φ|Â|ψ〉 oraz 〈φ|Â|φ〉 lub 〈ψ|Â|ψ〉.

2.2. Dany jest operator ró»niczkowy D̂ = d/dx oraz dwie funkcje ró»niczkowalne:
φ1(x) = (1/

√
π) cosnx oraz φ2(x) = (1/

√
π) sinnx, speªniaj¡ce warunek orto-

normalno±ci w przedziale [−π, π]. Stosuj¡c metody algebraiczne, prosz¦ spraw-
dzi¢, czy operator D̂ jest hermitowski, a nast¦pnie sprawdzi¢ hermitowsko±¢
operatora P̂ = −id/dx stosuj¡c to samo podej±cie.

2.3. Niech kety |u1〉, |u2〉 oraz |u3〉 stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ w trójwymiaro-
wej przestrzeni liniowej V(C). Operator B̂ dziaªaj¡cy w tej przestrzeni jest
okre±lony w nast¦ujacy sposób:

B̂|u1〉 = 2|u1〉,
B̂|u2〉 = 3|u1〉 − i|u2〉,
B̂|u3〉 = −|u2〉.

Opieraj¡c si¦ na tym przedstawieniu operatora B̂, prosz¦:

a) zapisa¢ go w reprezentacji macierzowej,

b) wyrazi¢ go za pomoc¡ iloczynu zewn¦trznego.

2.4. Niech kety |0〉 = [1 0]T oraz |1〉 = [0 1]T stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡
w dwuwymiarowej przestrzeni V(C). Prosz¦ znale¹¢ posta¢ operator unitar-
nego Ô realizuj¡cego nast¦puj¡ce przej±cie:

|1〉 −→ |0〉, |0〉 −→ |1〉
w reprezentacji macierzowej oraz iloczynu zewn¦trznego.

Uwaga:

Operator Û jest nazywany unitarnym wtedy, gdy zachodzi równo±¢

ÛÛ† = 1̂ = Û†Û,

gdzie 1̂ jest operatorem jednostkowym.



2.5. Niech |u1〉 oraz |u2〉 stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ w dwuwymiarowej przestrzeni
V(C). Operator Ĉ w tej bazie ma posta¢

Ĉ = 2|u1〉〈u1| − i|u1〉〈u2|+ i|u2〉〈u1|+ 2|u2〉〈u2|.

Prosz¦:

a) znale¹¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne operatora Ĉ i pokaza¢, »e uzy-
skane wektory wªasne speªniaj¡ relacj¦ zupeªno±ci,

b) znale¹¢ transformacj¦ unitarn¡ która diagonalizuje operator Ĉ.

2.6. Niech kety |u1〉, |u2〉 oraz |u3〉 stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ w trójwymiarowej
przestrzeni liniowej V(C). Rozpatrywany ukªad znajduje si¦ w stanie opisanym
ketem w postaci

|ψ〉 = 2i|u1〉 − |u2〉+ 4i|u3〉.

Prosz¦ znale¹¢ warto±¢ oczekiwan¡ operatora D̂ okre±lonego wzorem

D̂ = |u1〉〈u1| − 2i|u1〉〈u2|+ |u3〉〈u3|

w stanie |ψ〉.
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