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3.1. Dane s¡ trzy funkcje:

φ1(x) = x2e−x/2, φ2(x) = x2
(

1− 1

6
x

)
e−x/2,

oraz

φ3(x) = x

(
1− 2

3
x+

2

27
x2
)
e−x/3.

Prosz¦:

a) sprawdzi¢, czy podane funkcje s¡ caªkowalne z kwadratem,

b) znale¹¢ czynniki normalizacyjne odpowiadaj¡ce podanym funkcjom,

c) zbada¢, które z podanych funkcji s¡ do siebie ortogonalne.

We wszystkich przypadkach przyj¡¢ przedziaª caªkowania [0,∞).
Czy funkcje typu

φn(x) = Wn(x)e−x/n,

gdzie Wn(x) jest wielomianem stopnia n, mog¡ by¢ uwa»ane za funkcje falowe
stanów zwi¡zanych?

3.2 Prosz¦ obliczy¢ wspóªczynniki rozwini¦cia cn funkcji ψ(x) = x(x−L) okre±lonej
na przedziale [0, L] w szereg

ψ(x) =
∞∑
n=1

cnφn(x),

korzystaj¡c z funkcji bazowych w postaci

φn(x) =

√
2

L
sin

nπ

L
x.

3.3 Prosz¦ policzy¢ kwadraty operatorów:

a) Â =
d

dx
+ x̂,

b) p̂ = −i~∇,
c) Π̂ = −i~∇+ qA(r).

3.4 Prosz¦ znale¹¢ operator ró»niczkowy T̂a przeprowadzaj¡cy funkcj¦ ψ(x) w funk-
cj¦ ψ(x+ a), czyli

T̂aψ(x) = ψ(x+ a).



3.5 Dane s¡ operatory:

Âu =
d

dx
+ u(x), Âv =

d

dx
+ v(x).

Prosz¦ obliczy¢ [Âu, Âv], a nast¦pnie zastanowi¢ si¦ jakie wnioski mo»na sfor-
muªowa¢ w oparciu o uzyskany wynik?

3.6 Prosz¦ obliczy¢ nast¦puj¡ce komutatory:

a) [x̂2, p̂x],

b) [f(x̂), p̂x],

c) [f(x̂), p̂x
2].

Wskazówka:

Operatory x̂ oraz p̂x speªniaj¡ relacje komutacji w postaci:

a) [x̂, p̂x] = i~,
b) [x̂, x̂] = 0,

c) [p̂x, p̂x] = 0.

3.7 Prosz¦ sprawdzi¢, które z wymienionych operatorów s¡ hermitowskie:

a) operator mno»enia funkcji przez liczb¦ rzeczywist¡,

b) operator p̂x = −i~ d
dx

,

c) operator q̂x =
d

dx
.

Jakie warunki musz¡ speªnia¢ funkcje na które dziaªaj¡ w/w operatory?

3.8 Prosz¦ policzy¢ warto±ci oczekiwane operatorów:

a) Â = x̂,

b) B̂ =
d

dx
,

c) Ĉ =
d2

dx2
,

d) D̂ =
d

dx
+ x̂,

w stanie reprezentowanym przez funkcj¦ φ(x) = A exp [−αx2], gdzie A jest
staª¡ normalizacyjn¡, natomiast α ∈ R+. Czy funkcja φ(x) jest funkcj¡ wªasn¡
którego± z tych operatorów?



UWAGI OGÓLNE:
Przydatne caªki:

1.

∫
dx xn sin ax = −x

n

a
cos ax+

n

a

∫
dx xn−1 cos ax,

2.

∫ ∞
0

dx xne−ax =


Γ(n+ 1)

an+1
, (n > −1, a > 0),

n!

an+1
, (n = 0, 1, 2, . . . , a > 0),

3.
∫∞
−∞ dx e

−αx2 =
√

π
α
,

4.
∫∞
−∞ dx x

2ne−αx
2

=
∫∞
−∞ dx (−1)n ∂n

∂αn e
−αx2 = (−1)n ∂n

∂αn (π
α

)1/2.

Wybrane wªasno±ci funkcji gamma:

1. Γ(x+ 1) = xΓ(x),

2. Γ

(
1

2

)
=
√
π,

3. Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

n!22n
.
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