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3.8. Niech kety1 |0〉 oraz |1〉 stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ w dwuwymiarowej prze-
strzeni liniowej V(C). Ukªad kwantowy mo»e znale¹¢ si¦ w jednym z dwóch
nast¦puj¡cych stanów
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Zespóª statystyczny charakteryzuj¡cy rozpatrywany ukªad jest przygotowany
w ten sposób, »e 3/4 stanów znajduje si¦ w stanie |A〉, natomiast 1/4 stanów
w stanie |B〉. Prosz¦

a) wyrazi¢ ka»dy ze stanów |A〉, |B〉 za pomoc¡ operatora g¦sto±ci,

b) zapisa¢ operator g¦sto±ci dla przygotowanego zespoªu statystycznego,

c) wyrazi¢ operator g¦sto±ci w bazie |0〉 , |1〉 i poda¢ posta¢ macierzow¡ tego
operatora,

d) obliczy¢ kwadrat operatora g¦sto±ci i nast¦pnie ±lad tego operatora.

e) obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ operatora negacji w stanie opisanym opera-
torem statystycznym.
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4.1. Prosz¦ wykaza¢, »e

f
(
Â
)
|φ〉 = f(a) |φ〉 ,

gdy operator Â speªnia równanie wªasne

Â |φ〉 = a |φ〉 .

4.2 Prosz¦ obliczy¢ nast¦puj¡ce komutatory:

a) [x̂2, p̂x],

b) [f(x̂), p̂x],

c) [f(x̂), p̂x
2],

u»ywaj¡c jedynie metod algebraicznych.

1por. Zestaw 2.



Wskazówka:

Operatory x̂ oraz p̂x speªniaj¡ relacje komutacji w postaci:

a) [x̂, p̂x] = i~,
b) [x̂, x̂] = 0,

c) [p̂x, p̂x] = 0.

4.3 Prosz¦ wykaza¢, »e je»eli operatory Â oraz B̂ s¡ operatorami samosprz¦»onymi
i ka»dy z nich ma swój zupeªny zbiór wektorów wªasnych oraz je»eli ÂB̂ = B̂Â,
to wtedy istnieje zupeªny zbiór wektorów, które s¡ wektorami wªasnymi Â i B̂.

Nale»y osobno rozwa»y¢ przypadek niezdegenerowanych i zdegenerowanych
warto±ci wªasnych.

4.4. Prosz¦ wykaza¢, »e ±lad z iloczynu operatorów jest niezmienniczy ze wzgl¦du
na cykliczn¡ zmian¦ poªo»enia tych operatorów.

4.5. Prosz¦ pokaza¢, »e zachodzi wzór

det eÂ = eTrÂ

a nast¦pnie wskaza¢ jakie warnki musz¡ by¢ speªnione, aby ten wzór byª praw-
dziwy.

4.6. Prosz¦ znale¹¢ jawn¡ posta¢ formuªy Bakera�Campbella�Hausdor�a:

eÂeB̂ = eẐ, dla Ẑ =
∞∑
n=1

Fn(Â, B̂),

gdzie Fn(Â, B̂) jest jednorodnym wielomianem stopnia n.

� F1(Â, B̂) = Â+ B̂,

� F2(Â, B̂) = [Â, B̂]/2,

� F3(Â, B̂) = ([Â, [Â, B̂]]− [B̂, [Â, B̂]])/12,

� . . .

w przypadku, gdy dla operatorów Â oraz B̂ speªnione s¡ nast¦puj¡ce reguªy
komutacyjne

a)
[
Â, B̂

]
= Ô,

b)
[
Â, B̂

]
= α1̂, dla α ∈ C\{0} .
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