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4.1. Niech operator Â speªnia równanie wªasne

Â |φ〉 = a |φ〉 .

Prosz¦ wykaza¢, »e wektor |φ〉 jest równie» wektorem wªasnym operatorów Â2

oraz Ân, gdzie n ∈ N. Korzystaj¡c z uzyskanych wyników prosz¦ znale¹¢ war-
to±ci wªasne operatora wykªadniczego exp (Â). Nast¦pnie, prosz¦ zastanowi¢
si¦ jakie warunki powinna speªnia¢ funkcja operatorowa f

(
Â
)
, aby równanie

f
(
Â
)
|φ〉 = f(a) |φ〉 ,

byªo prawdziwe.

4.2 Prosz¦ obliczy¢ nast¦puj¡ce komutatory:

a) [x̂2, p̂],

b) [f(x̂), p̂],

c) [f(x̂), p̂2],

u»ywaj¡c jedynie metod algebraicznych.

Wskazówka:

Operatory x̂ oraz p̂ speªniaj¡ relacje komutacji w postaci:

[x̂, p̂] = i~ [x̂, x̂] = 0, [p̂, p̂] = 0.

4.3 Hamiltonian jednowymiarowego ukªadu izolowanego ma posta¢

Ĥ =
p̂2

2m
+ U

(
x̂
)
,

Prosz¦ obliczy¢ komutatory
[
x̂, Ĥ

]
oraz [p̂, Ĥ]. Nast¦pnie, zakªadaj¡c, »e roz-

patrywany hamiltonian speªnia równanie wªasne

Ĥ |φ〉 = E |φ〉 ,

prosz¦ obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ antykomutatora
{
x̂, p̂
}
w stanie wªasnym

hamiltonianu rozpatrywanego ukªadu.



4.4. Prosz¦ wykaza¢, »e dla dwóch niekomutuj¡cych operatorów Â oraz B̂ zachodzi
wzór [

Â, B̂−1
]
= B̂−1

[
Â, B̂

]
B̂−1.

Nast¦pnie, na podstawie tego wyniku prosz¦ sformuªowa¢ zasad¦ nieoznaczo-
no±ci dla operatorów Â = p̂ oraz B̂ = x̂−1.

4.5. Prosz¦ wykaza¢, »e ±lad z iloczynu operatorów jest niezmienniczy ze wzgl¦du
na cykliczn¡ zmian¦ poªo»enia tych operatorów.

4.6. Prosz¦ pokaza¢, »e zachodzi wzór

det eÂ = eTrÂ

i poda¢ warunki jakie musz¡ by¢ speªnione, aby byª on prawdziwy.

4.7. Prosz¦ znale¹¢ jawn¡ posta¢ formuªy Bakera�Campbella�Hausdor�a:

eÂeB̂ = eẐ, dla Ẑ =
∞∑
n=1

Fn(Â, B̂),

gdzie Fn(Â, B̂) jest jednorodnym wielomianem stopnia n.

� F1(Â, B̂) = Â+ B̂,

� F2(Â, B̂) = [Â, B̂]/2,

� F3(Â, B̂) = ([Â, [Â, B̂]]− [B̂, [Â, B̂]])/12,

� . . .

w przypadku, gdy dla operatorów Â oraz B̂ speªnione s¡ nast¦puj¡ce reguªy
komutacyjne

a)
[
Â, B̂

]
= Ô,

b)
[
Â, B̂

]
= α1̂, dla α ∈ C\{0} .

4.8. Prosz¦ wykaza¢, »e dla dwóch operatorów Â, B̂ oraz rzeczywistego parametru
ε > 0 zachodzi wzór

eεÂB̂e−εÂ = B̂ +
[
Â, B̂

]
ε+

[
Â,
[
Â, B̂

] ]ε2
2
+
[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

] ] ]ε3
3!

+ . . .
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