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10.1. Dane s¡ trzy funkcje:

φ1(x) = x2e−x/2, φ2(x) = x2
(

1− 1

6
x

)
e−x/2, φ3(x) = x

(
1− 2

3
x+

2

27
x2
)
e−x/3.

Prosz¦:

a) sprawdzi¢, czy podane funkcje s¡ caªkowalne z kwadratem,

b) zbada¢, które z podanych funkcji s¡ do siebie ortogonalne.

Czy podane funkcje s¡ unormowane? We wszystkich przypadkach nale»y przy-
j¡¢ przedziaª caªkowania [0,∞).

10.2 Prosz¦ unormowa¢ nast¦puj¡ce funkcje:

φ(x) = xne−αx, φ(x) = xne−αx
2

,

a nast¦pnie odpowiedzie¢ na pytanie, czy mog¡ by¢ one uznane za funkcje
falowe stanów zwi¡zanych? Odpowied¹ prosz¦ uzasadni¢.

10.3. Funkcja falowa jest dana wzorem

φ(x) =

{
e−αx, x ≥ 0,
eαx, x < 0.

Prosz¦:

a) unormowa¢ funkcj¦ φ(x),

b) obliczy¢ prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki w obszarze mi¦dzy
x = 1/α, a x = 2/α zakªadaj¡c, »e α > 0.

10.4. Funkcja falowa dla atomou wodouru w stanie podstawowym ma posta¢

φ1s(r) = Ae−r/aB ,

gdzie a0 jest promieniem Bohra. Prosz¦:

a) unormowa¢ funkcj¦ φ1s(x),

b) obliczy¢ odlegªo±¢, dla której g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa znalezienia
elektronu jest najwi¦ksza.



10.5. Prosz¦ znale¹¢ poziomy energetyczne i unormowane funkcje falowe cz¡stki
o masie m poruszaj¡cej si¦ w polu o potencjale

U(x) =

{
0, |x|≤ a
∞, |x|>a.

Prosz¦ sprawdzi¢ jak zmieni¡ si¦ funkcje wªasne i warto±ci wªasne, gdy przdziaª
zostanie przesuni¦ty z [−a, a] na [0, 2a].

10.6. Prosz¦ obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ poªo»enia, kwadratu poªo»enia oraz p¦du
i kwadratu p¦du w stanie podstawowym ukªadu z poprzedniego zadania oraz
wyznaczy¢ odpowiednie dyspersje.

UWAGI OGÓLNE:
Przydatne caªki:

1.

∫
dx xn sin ax = −x

n

a
cos ax+

n

a

∫
dx xn−1 cos ax,

2.

∫ ∞
0

dx xne−ax =


Γ(n+ 1)

an+1
, (n > −1, a > 0),

n!

an+1
, (n = 0, 1, 2, . . . , a > 0),

3.
∫∞
−∞ dx e

−αx2 =
√

π
α
,

4.
∫∞
−∞ dx x

2ne−αx
2

=
∫∞
−∞ dx (−1)n ∂n

∂αn e
−αx2 = (−1)n ∂n

∂αn (π
α

)1/2.

Wybrane wªasno±ci funkcji gamma:

1. Γ(x+ 1) = xΓ(x),

2. Γ

(
1

2

)
=
√
π,

3. Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

n!22n
.
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