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Podstawy informatyki kwantowej
Zestaw 1

�
grupa IS

1.1. Prosz¦ przeprowadzi¢ dowód procedury ortogonalizacyjnej Grama-Schmidta,

stosuj¡c notacj¦ Diraca.

1.2. Prosz¦ sprawdzi¢ czy zbiór macierzy 2× 1, czyli[
a
b

]
tworzy przestrze« liniow¡.

1.3. Prosz¦ zaproponowa¢ iloczyn skalarny w tej przestrzeni.

1.4. Prosz¦ zaproponowa¢ operator dziaªaj¡cy w przestrzeni okre±lonej w zad. 1.3.

Narzuci¢ warunek hermitowsko±ci operatora.

1.5. Warto±ci¡ oczekiwan¡ operatora Â w stanie |b〉 ∈ H nazywamy iloczyn ska-

larny wektora 〈b| i wektora Â|b〉.
Przyjmijmy:

Â =

[
1 2
2 4

]
i |b〉 = 1√

2

[
1
1

]
.

Prosz¦ wyliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ operatora Â w stanie |b〉.

1.6. Równaniem wªasnym operatora Â nazywamy równanie wªasne w postaci

Â|a〉 = λ|a〉,

gdzie |a〉 jest elementem przestrzeni wektorowej, a λ i |a〉 s¡ wielko±ciami szu-

kanymi. Prosz¦ napisa¢ i rozwi¡za¢ równanie wªasne dla operatora okre±lonego

w zad. 1.5.

1.7. Niech | ui >, | uj > oraz | uk > stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ w trójwymiarowej

przestrzeni wektorowej nad ciaªem liczb zespolonych.

Prosz¦ obliczy¢ < φ|φ >, < ψ|ψ > oraz < φ|ψ >, gdy wektory stanu maj¡

posta¢

| ψ >= 2i| ui > −| uj > +4| uk >, | φ >= | ui > +3i| uj > −| uk >,

a nast¦pnie sprawdzi¢ czy speªniona jest nierówno±¢ Schwartza.

| < φ|ψ > |2 ≤ < φ|φ >< ψ|ψ > .



1.8. Operator Â dziaªaj¡cy w trójwymiarowej przestrzeni wektorowej nad ciaªem

liczb zespolonych ma posta¢

Â =

 5 3 + 2i 3i
−i 3i 8
1− i 1 4

 ,
natomiast wektory stanu dane s¡ wyra»eniami:

|ψ >=

 −1 + i
3

2 + 3i

 , < φ| =
(
6 − i 5

)
.

a. Oblicz Â|ψ >, < φ|Â oraz |ψ >< φ|.
b. Prosz¦ znale¹¢ sprze»enie zespolone, transpozycj¦ oraz sprz¦»enie hermi-

towskie dla wielko±ci Â, |ψ > oraz < φ|.

1.9. Z elementów | ui >, | uj > oraz | uk >, które stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ w

trójwymiarowej przestrzeni zespolonej utworzono nast¦puj¦ce wyra»enia

| φ1 >= | ui > +i| uk >, | φ2 >= | uj > −| uk > .

Niech B̂ jest operatorem liniowym, którego reprezentacja macierzowa w bazie

{| un >} ma posta¢

B̂ =

 4 2i 3
−2i 0 1 + i
3 1− i −2

 .
Prosz¦ obliczy¢ warto±ci oczekiwane < φ1|B̂|φ1 > oraz < φ2|B̂|φ2 >.

1.10. Niech elementy | ui >, | uj > oraz | uk >, stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ w

przestrzeni liniowej V(C) i niech Ĉ jest operatorem liniowym dziaªaj¡cym w

tej przetrzeni takim, »e:

Ĉ| ui >= 2| ui >, Ĉ| uj >= 3| ui > −i| uk >, Ĉ| uk >= −| uj > .

Prosz¦ znale¹¢ reprezentacj¦ macierzow¡ tego operatora w bazie {| un >}.

1.11. Niech |φ1〉, |φ2〉, . . . oraz energie E1, E2, . . . s¡ odpowiednio stanami wªasnymi

i warto±ciami wªasnymi hamiltonianu Ĥ. Prosz¦ obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡

〈H〉ψ w stanie |ψ〉, je»eli liniowa kombinacja

|ψ〉 =
∑
i=1

ai|φi〉

nie jest stanem wªasnym hamiltonianu Ĥ.

1.12 Niech Û jest macierz¡ unitarn¡ o wymiarze 2× 2, tak¡ »e

Û =

[
a b
c d

]
,

gdzie det Û = 1.
Prosz¦ pokaza¢, »e a∗ = d, b = −c∗ oraz |a|2 + |b|2 = 1.



1.13. Operator typu bramka Hadamarda zapisany w reprezentacji macierzowej ma

posta¢:

ÔH =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

a. Prosz¦ sprawdzi¢ czy ÔH jest operatorem unitarnym.

b. Prosz¦ znale¹¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne tego operatora.

1.14. Prosz¦ znale¹¢ transformacj¦ unitarn¡, która diagonalizuje macierz

R̂ =

[
cosϑ sinϑ
− sinϑ cosϑ

]
.

1.15 Prosz¦ obliczy¢ iloczyny tensorowe: |ψ〉⊗ |ψ〉 oraz |ψ〉⊗ |ψ〉⊗ |ψ〉 stanu kwan-

towego |ψ〉 wyra»aj¡cego si¦ wzorem:

|ψ〉 =
√

2

3

(
1
0

)
+

√
1

3

(
0
1

)
.


