Informatyka Ir., grupa 8 15 marca 2020 wskazowki do zestawu (2)

1. ad 1. Prosze mieé zrobione wszystkie zadania z zestawu 1.

2. ad 2. Ogdlnie:
Dany jest wektor a(t) = (0,0, a) (staly, a nie zalezy od czasu). Oznaczmy wektory polozenia poczatko-
wego 7(t = 0) = (%o, Yo, 20) 1 predkosei poczatkowej U(t = 0) = (Voz, Voy, Voz ). Wektor U(t) = (vg, vy, v2)

—

dla dowolnej chwili ¢ nalezy znalez¢ z relacji %’ = @, czyli mamy 3 rownania dla sktadowych : d(;t“ =0,
dsty =0, dd”tz = a, w ktérych przeprowadzajac calkowanie (stosujac calke oznaczona w granicach

od t=0 do t dowolnego, lub nieoznaczona, dopasowujac stala calkowania do warunkéw poczatko-
wych) uzyskujemy szukane vy = Voz, Uy = Uoy, U, = Uo; + at, czyli wektor predkosci ma postaé:
U(t) = (Vogs Voy, Voz + at).

Podobnie catkujac uzyskujemy wektor polozenia (wektor wodzacy):

7(t) = (Tow + Vozt, Toy + Voyt, Tor + Vozat + %atz).

Te wyniki tatwo bylo wypisa¢ majac wiedze ze szkoly, ale jeli przyspieszenie nie byloby state to juz
tylko podejscie z wykorzystaniem catkowania pozwolitoby uzyskaé rozwiazanie. Wstaw konkretne dane
dla uzyskania odpowiedzi.

3. ad 3. Stosuj calkowanie, podobnie jak w poprzednim zadaniu.
OdpowiedZ: v(t) = —Ab(1 — cosbt), z(t) = —A(bt — sinbt). Interpretacja: bt ma wymiar kata wiec b
ma charakter predkosci katowej w (to widzimy z czlonu np. cosbt); A ma wymiar dlugosci.

4. ad 4. To zadanie jest szczegblnie wazne. Przeéledz rozwiazanie.
Rozpatrz np. kulke poruszajaca si¢ ruchem jednostajnym, prostoliniowym. Wchodzi ona do osrodka
(jest to np. jakas$ ciecz, powietrze etc.), w ktérym pojawia sie sita oporu hamujaca ruch (jako jedyna
sita). Sila oporu F jest wprost proporcjonalna do aktualnej predkosci, przeciwnie skierowana do kierun-
ku ruchu i wywolujaca przyspieszenie (w tym wypadku jest to opdznienie) réwne @ = F /m = —ku(t),
gdzie k jest stala dodatnia. To nam pozwala napisaé¢ réwnanie

dv

i kv.
Czas zaczynamy liczy¢ od momentu wejscia (t = 0) i wtedy predko$é poczatkowa wynosi v,.
Szukamy rozwiazania zapisanego réwnania, czyli funkeji v(t). Wystepuje ona w dwéch miejscach: po
lewej stronie pod znakiem pochodnej, a takze po prawej stronie réwnania. Zadne przeksztaltcenia al-
gebraiczne nie pozwoly uzyskaé¢ rozwigzania. Zeby ”wyluska¢” szukang funkcje bedaca pod znakiem
pochodnej trzeba uzy¢, jak wiemy, catkowania po zmiennej t. Operacja catlkowania réwnania musi by¢
zastosowana réwnoczesnie do obu stron réwnania, ale tu UWAGAI!!: wiemy, ze catkujac lewa strone
uzyskamy v(t) + const, ale calkowanie prawej —k [ v(t) dt jest nie do zrealizowania bo funkcja v(t) jest
jeszcze nieznana! - wiec jak ja calkowac¢? Wniosek: na calkowanie jest jeszcze za wczesnie.
Zastosujemy standardowa technike zwana separacja zmiennych, ktérymi u nas sa t i v. Polega ona na
tym aby tak przeksztalci¢ algebraicznie réwnanie aby po jednej stronie réwnania bylo wyrazenie zawie-
rajace w sposob jawny tylko v, a po drugiej wyrazenie zawierajace tylko t. Latwo to zrobi¢. Pomnézcie
obie strony przez dt, a potem podzielcie przez v:

W at
v

Zrobione! Teraz mozna calkowaé, wygodniej to robi¢ wykorzystujac caltke oznaczona w granicach (¢, v),
dolnej (0,v,) i gérnej (¢, v(t)):
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co po przeksztalceniu daje szukane rozwigzanie: v(t) = v,e*. Sporzadz wykres tej funkcji.
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Zadanie dodatkowe. Rozwiaz metoda separacji zmiennych réwnanie dla funkcji v(t):

du(t)
dt

= —kv(t) + g (gdzie k,g — stale dodatnie),

przy warunku poczatkowym wv(t = 0) = 0. Jest to przyklad opisujacy spadek swobodny ciata z
uwzglednieniem oporu powietrza. Opis rozwiagzania tego zadania prosze przestaé¢ mi mailem (adres
wozniak@ftj.agh.edu.pl), chetnie w PDF, ew.scan.

ad 5. Odp.: polozenie poczatkowe i kierunek obiegu.

ad 6. Odp.: 12

ad 7. Odp.: czas 1.15 s; wspélrzedne czastek (—0.69,0), (0,45) cm
ad 8. Rzut pionowy.

ad 9. Ruch prostoliniowy jednostajny i jednostajnie zmienny.

ad 10. Rzut uko$ny. Z danych zadania mozna zestawi¢ 3 rownania dla chwili ¢, w ktérej osiagnieta jest
wysoko$¢ 9 m:

9 =vysina -t — £gt? [m]

7 = v, cosa [m/s]

6 = v,sina — gt [m/s]
Oblicz v, i @ po wyrugowaniu .

ad 11. Rzut pionowy.
ad 12. Uklad biegunowy.

Pierwsza czeé¢ zadania wynika z powyzszego rysunku. Przyktadowo, zrzutuj wektor 4, na osie ukladu
kartezjanskiego x,y - otrzymasz odpowiednio jego skladowe cos ¢ i sin ¢. Podobnie zréb to dla wektora
Ug.

W drugiej czesci zauwaz po pierwsze, ze o ile wersory bazowe ukltadu kartezjanskiego nie zaleza od
czasu, to przeciwnie, i, i i, mogy zaleze¢, bo moze si¢ zmieniaé¢ kat ¢, jesli opisywany punkt porusza
sie wzgledem ukladu z,y. Po drugie, pamietaj, ze rézniczkujemy po czasie, w zwigzku z czym przy
liczeniu pochodnej np. %singp pojawia sie teze pochodna funkcji wewnetrznej Cfi—f, a to jest z def.
predkos¢ katowa.

ad 13. Dla obu przypadkéw a) i b) wystarczy pokazaé, ze dlugosé wektora wodzacego nie zmienia sie
w czasie ruchu, | 7(¢) |= const, a to jest nietrudne.

Wzory na 9(t) i d(t) w obu ukladach uzyskujemy przez rézniczkowanie. W temacie nie zastrzezono, ze
ma by¢ to ruch jednostajny po okregu. Rozpatrzymy wiec przypadek ogdlny, gdy predkosé katowa w
moze zalezeé¢ od czasu w = w(t). Od czasu zalezy tez kat o(t),

uktad kartezjanski

7(t) = Rcoswi+ Rsingpj
kolejne rézniczkowania po czasie daja (wykonaj te obliczenia):

7= —Rwsinpi+ Rcosyj
(—R% sin o — Rw? cos )i + (R% cos p — Rw?sin p)j

a



uktad biegunowy

7(t) = R, widzimy, ze w tym ukladzie wektor wodzacy ma tylko jedna sktadows!
kolejne rézniczkowania:
du
v=R dtr = Rwii, —  predkos¢ tez ma tylko jedna skladows, styczna do toru
dw du dw
a = Eﬁga + Rw dt@ = —Rw?a, + Raﬁw —  przyspieszenie ma dwie sktadowe, dosrodkowe
(réwnolegle do promienia wodzacego) i styczne do toru; wielko$é ‘fl—‘z’ = ¢ jest przyspieszeniem katowym

Z powyzszych rachunkow widaé, ze uktad biegunowy lepiej nadaje sie do opisu ruchu krzywoliniowego.



