Przeprawa przez rzeke.

Chcesz dostaé¢ sie w mozliwie najkrétszym czasie do punktu polozonego na przeciwleglym brzegu rzeki,
majacej szerokos¢ 500 m, dokladnie na wprost miejsca, w ktérym aktualnie stoisz. Predko$é¢ nurtu rzeki
wynosi 2 km/h. Masz do wyboru kombinacje plyniecia lodzia z predkoscia (na nieruchomej wodzie) réwna 3
km/h, a nastepnie marszu wzdtuz brzegu z predkoscia 5 km/h. a) Pod jakim katem a wzgledem nurtu rzeki
skierujesz 16dZ aby czas byl minimalny? b) Ile czasu zajmie ci wtedy przebycie calej drogi?

Rozwiazanie

OZNACZENIA.

Oznaczmy: szerokosé rzeki d = 0.5 km, predko$é nurtu v, = 2 km/h, predkos$é 16dki v; = 3 km/h, predkosé
piechura v, = 5 km/h, kat ¢ — kat pomiedzy kierunkiem 16dki a linia prostopadla do nurtu rzeki.
Punktami A, B, C oznaczamy kolejno miejsce startu, punkt po drugiej stronie rzeki do ktérego przybita
t6édka, punkt docelowy przeprawy.

ANALIZA OGOLNA.
Zanalizujmy problem dla réznej kombinacji v,., vy, vy,.

Na czas catkowity sklada sie czas przeptywania 16dka rzeki ¢ oraz czas ewentualnego powrotu brzegiem ¢
z miejsca, do ktérego todka przybita do brzegu
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Drugi sktadnik zalezy od drogi BC do przebycia piechota wzdluz brzegu, ktora wynosi
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Przyjmijmy za dodatni kierunek osi x kierunek pradu i zauwazmy, ze x moze by¢ dodatnie lub nie. Te dwie
mozliwoéci oznaczmy odpowiednio jako przypadek 1, gdy = > 01 przypadek 2, dla x < 0. Oczywistym jest,
ze ujemne x, czyli wyladowanie 16dki na lewo od punktu docelowego C nie jest sytuacja o ktéra chodzi
w zadaniu. W kazdym takim przypadku czas pltyniecia bedzie dluzszy niz czas, ktory osiagnie sie kierujac
16dke tak aby wyladowaé wprost w punkcie C (z = 0), czyli wybierajac dla osiagniecia minimalnego czasu
przeprawy kat ¢ zgodnie z warunkiem
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nalezy tylko okresli¢ dla jakiej kombinacji predkosci mamy do czynienia z taka sytuacja. Rozpatrzmy najpierw
sytuacje przeciwna, dla ktérej > 0.
Przypadek 1) Jak widaé z (3) ma to miejsce wtedy gdy
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Wtedy czas to przebycia drogi BC jest réwny

tak, ze czas calkowity wymnosi
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Powyzsza funkcja osiaga minimum (przyréwnaj pochodna do zera) dla kata ¢, spelniajacego zaleznosé
v
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przy czym, uwzgledniajac warunek (5), musi by¢ spelniona nieréwnosé
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Ta relacja okresla sytuacje, w ktérej t6dka laduje na drugim brzegu na prawo od punktu C i ostatnia cze$é
drogi przebywa si¢ piechota z predkoscia v,. Szukany kat okre$lony jest wzorem (8), a minimalny czas
przeprawy uzyskujemy wstawiajac (8) do 7):
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Przypadek 2. Jedli spelniony jest warunek przeciwny do (9) to szukane rozwiazanie dla minimalnego czasu
uzyskujemy dla z = 0, czyli przy kacie okre$lonym przez réwnos$é (4). Czas minimalny wynosi wtedy
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i oczywiscie nie zalezy od vp.
Zreasumujmy rezultaty:
1) Przypadek: v} < (vp + v,)v,.
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2) Przypadek: v > (v, + vr)vp.
. v d
S Yy = l7 tm = tl(@m) = T - (13)
U v? — v?
3) Przypadek: v} = (v, + v )v, (przypadek graniczny obu poprzednich).
d
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OBLICZENIA.
Dane w zadaniu spelniaja kryteria przypadku 1, wstawiajac je do wzoréw (12) uzyskujemy odpowiedzi
liczbowe:
kat skierowania lodzi wzgledem nurtu rzeki o = ¢, + 7/2 = 115.4°,
minimalny czas przeprawy t,, = 12.6 minut.



